Capitulo 1

Teoria da Amostragem

1.1 Introducao

A amostragem e em particular os processos de amostragem aplicam-se em
variadissimas areas do conhecimento e constituem, muitas vezes, a tUnica
forma de obter informagoes sobre uma determinada realidade que importa
conhecer.

A teoria da amostragem é assim um dos instrumentos que possibilita esse
conhecimentos cientifico da realidade, onde outros processos ou métodos al-
ternativos, por razoes diversas, nao se mostram adequados ou até mesmo
possiveis.

A teoria da amostragem estuda as relagoes existentes entre uma populagao
e as amostras extraidas dessa populacao. E til para avaliacao de grandezas
desconhecidas da populacao, ou para determinar se as diferencas observadas
entre duas amostras sao devidas ao acaso ou se sao verdadeiramente signi-
ficativas.

Amostragem é o processo de determinacao de uma amostra a ser pesquisada.
A amostra é uma parte de elementos seleccionada de uma populacao es-
tatistica.

Enquanto que um senso envolve um exame a todos os elementos de um
dado grupo, a amostragem envolve um estudo de apenas uma parte dos el-
ementos. A amostragem consiste em seleccionar parte de uma populacao e
observa-la com vista a estimar uma ou mais caracteristicas para a totalidade
da populacao.



”Para se saber se o bolo de chocolate estd bom, basta comer uma fatia.”
Alguns exemplos da utilizagdo da amostragem sao:

e Sondagens a opiniao publica que servem para conhecer a opiniao da
populacao sobre variadas questoes. As mais populares sao as sondagens
politicas.

e Inspeccao de mercado utilizada com o intuito de descobrir as pre-
feréncias das pessoas em relagao a certos produtos. Um dos exemplos
mais conhecidos da aplicagao desta amostragem € a lista de audiéncias
dos programas de televisao.

e Para estimar a prevaléncia de uma doenca rara, a amostra pode ser
constituida por algumas instituicoes médicas, cada uma das quais tem
registo dos pacientes.

O censo apresenta dificuldades que tornam a amostragem um porco mais
atraente. Entre as dificuldades que o senso apresenta, podem ser apresen-
tadas as seguintes:

(i) A populacdo pode ser infinita, neste caso o senso seria impossivel;
(ii) A amostra pode ser actualizada mais facilmente que o censo;
(iii) O custo do senso pode torna-lo proibitivo;
)

(iv) Factores de tempo e custo podem apontar pela preferéncia entre uma
amostra e um censo.

Porém ha ocasioes em que o levantamento do censo pode ser vantajoso:

(i) Quando a populagdo é pequena e o custo entre o censo e a amostra
forem praticamente iguais;

(ii) Se o tamanho da amostra necessédria tiver que ser muito grande em
relacao a populacao examinada;

(iii) Nas ocasides em que se exige precisao completa,

(iv) Nas ocasides em que ja existe informagao completa.



Os termos béasicos em amostragem sao:

e Populagao - o grupo inteiro de objectos (unidades) dos quais se pretende
obter informacoes. A populacao deve ser definida claramente e em
termos daquilo que se pretende conhecer.

e Unidade - qualquer elemento individual da populacao.

e Amostra - uma parte ou subconjunto da populacao usada para obter
informacao acerca do todo.

e Variavel - uma caracteristica de uma unidade que sera medida a partir
daquela unidade da amostra.

1.1.1 As fases de um processo de amostragem

Depois de se identificar os dados que deverao ser recolhidos e o instrumento
(questiondrio estruturado, por exemplo) a utilizar para essa recolha, o passo
seguinte consiste em definir um processo de amostragem adequado ao tipo
de dados e ao instrumento de analise.

No processo de recolha de dados é necessario desenvolver um processo sis-
tematico que assegure a fiabilidade e comparabilidade desses dados. Mais es-
pecificamente, é necessario que se estabelega a partida um plano de amostragem
de acordo com a populagao alvo, com a definicao da populagao a inquirir e
com um processo adequado de administracao do inquérito.

O plano de amostragem deverda comecar por determinar qual o nivel de ex-
tensao geografica em que o processo de amostragem deverd ser conduzido
(mundial, nacional, regional, urbano, rural, grupo de individuos, etc.).

A construgao da amostra propriamente dita envolve vérias etapas igualmente
importantes e que sao:

(i) A identificacao da populacao alvo/populacao inquirida;
(ii) O método de seleccao da amostra,

(iii) A dimensao da amostra.



A identificacao da populagao alvo/populagao inquirida

A identificacao da populacao de uma forma clara e objectiva é imprescindivel,
embora possa parecer demasiado 6bvia em muitas circunstancias. Designa-se
por populagao alvo a totalidade dos elementos sobre os quais se deseja obter
determinado tipo de informagoes.

Ezxemplo: Um estudo sobre as intengoes de voto terd como populagao alvo
todos aqueles que estao em idade e em condigoes de votar. No entanto, a
populacao inquirida podera incluir apenas aqueles que votaram nas ultimas
eleigoes.

Resumindo, a populacao alvo é constituida por todos os elementos sobre os
quais se deseja obter um determinado conjunto de informagoes. No entanto,
em muitas situagoes, nao é operacional inquirir uma amostra retirada da
populagao alvo, havendo necessidade de definir qual é a populagao a inquirir,
nao coincidente com a populacao alvo, e a partir da qual se retirara a amostra.

Os métodos de seleccao da amostra

O objectivo geral na extraccao de uma amostra é obter uma representacao
"honesta” da populacao que conduza a estimativas das caracteristicas da pop-
ulagao com ”"boa’precisao relativamente aos custos de amostragem, isto é,
obter uma amostra representativa da populacao.

Existem dois grandes grupos de métodos para seleccionar /recolher amostras:
os métodos aleatorios e métodos nao aleatorios.

Os métodos de amostragem nao aleatoria sao métodos ad-hoc de caracter
pragmatico ou intuitivo e sao largamente utilizados, pois possibilitam um
estudo mais rapido e com menores custos. Um claro inconveniente destes
métodos ¢ o facto de que a inclusao de um elemento da populacao na amostra
¢é determinada por um critério subjectivo, normalmente uma opiniao pessoal,
um outro inconveniente é que existem elementos da populagao que nao tém
possibilidade de ser escolhidos.

Tipos de amostras nao aleatérias:

(i) Amostra intencional: Composta por elementos da populacao selec-
cionados intencionalmente pelo investigador, porque este considera que
esses elementos possuem caracteristicas tipicas ou representativas da
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populacao;
Ezxemplo: escolha de localidades "representativas”em tempo de eleicoes
legislativas.

(i) Amostra ”snowball”: Tipo de amostra intensional em que o inves-
tigador escolhe um grupo inicial de individuos e pede-lhes o nome de
outros individuos pertencentes & mesma populacao. A amostra vai as-
sim crescendo como uma bola de neve a medida que novos individuos
sao indicados ao investigador. E um tipo de amostragem bastante ttil
quando se pretende estudar pequenas populagao muito especificas (e.g.
os "sem abrigo”), no entanto pode originar em resultados enviesados
uma vez que as pessoas tendem a indicar o nome de pessoas intimas ou
amigos (com comportamentos e pensamentos similares).

iii) Amostra por quotas: As amostras sao obtidas dividindo a populagao
¢
por categorias ou estratos e seleccionando um certo nimero (quota) de
elementos de cada categoria de modo nao aleatério.

(iv) Amostra por conveniéncia: Os elementos sao escolhidos por con-
veniéncia ou por facilidade. Um exemplo diste tipo de amostragem
é os casos em que os espectadores de um determinado programa sao
convidados a responder a um questionario. As amostras obtidas desta
forma nao sao representativas da populacao e em geral sao enviesadas.

Os métodos de amostragem aleatodria sao caracterizados por todos os ele-
mentos da populagao poderem ser seleccionados de acordo com uma probabil-
idade pré-definida e em que se podem avaliar objectivamente as estimativas
das propriedades da populagao obtidas a partir da amostra.

Uma das vantagens da amostragem aleatoria é a possibilidade de estimar
as margens de erro dos resultados que sao devidas a amostragem. Além
disso, a amostragem aleatdria evita o enviesamento das amostras que acon-
tece (mesmo quando o objectivo nao é esse) sempre que se usa a opiniao e a
experiéncia para escolher as amostras.

No entanto, deverao ser também referidas as dificuldades em recolher uma
amostra aleatoria. E a principal dificuldade consiste na obtencao de uma
listagem completa da populacao a inquirir. Estas listagens sao, na maioria
dos casos, dificeis de conseguir, de custo elevado, demoradas na sua obtengao
e nem sempre de fiabilidade aceitavel.



O segundo tipo de dificuldades relaciona-se com as nao respostas. Depois
de definidos os respondentes, nao poderao haver substituicoes, pelo que as
nao-respostas constituem uma importante fonte de enviesamento e tera de
ser feito tudo para que a sua taxa seja minimizada. Todas as novas tenta-
tivas (por entrevista pessoal, telefone ou correio) para obter respostas bem
sucedidas implicam aumento de custos e demora na obtencao dos resultados.

A amostragem aleatéria é, sem divida, o processo mais caro, mas os custos
tendem a tornar-se pouco importantes face a fiabilidade dos resultados obti-

dos.

Métodos de amostragem aleatoéria:

(i)

Amostragem aleatéria simples
Uma amostra aleatéria simples de n elementos de uma populacao de
N elementos é um subconjunto de n elementos distintos da populacao,

. N . .
extraidos de modo que qualquer das (n) amostras possiveis tem igual

probabilidade, 1/ (Z) de ser seleccionada.

A amostragem aleatéria simples pode ser feita com reposigao (caso em
que cada elementos da populagao pode entrar mais do que uma vez na
amostra) ou sem reposicao (caso em que cada elemento da populagao
s6 pode entrar uma vez na amostra).

Este tipo de amostra é muito dispendioso, e muitas vezes impraticavel
por exigir a listagem e enumeracao de toda a populacao, dai ser poucas
vezes adoptado. Mas se a populacao for pequena ou se existirem listas
com os elementos da populacao, este método mostra-se bastante tutil.

Amostragem Casual sistematica

Este método é também chamado quasi-aleatério por nao dar a todas as
amostras que se podem retirar de uma populacao a mesma probabili-
dade de ocorréncia. Para aplicacao deste método é necessario calcular
o racio K = % Em seguida, escolhe-se aleatoriamente um nimero,
no intervalo [1, K], que servird como ponto de partida e primeiro el-
emento da amostra. Adicionando ao primeiro valor obtido o racio K
(arredondando o resultado por defeito), obtém-se o segundo elemento



(i)

e a adicao sucessiva do mesmo racio permite encontrar os restantes el-
ementos da amostra. Como se verifica, apenas o primeiro elemento é
escolhido aleatoriamente enquanto que os restantes sao determinados
de modo sistematico pelo racio.

Por exemplo, se K = 2, entao a dimensao da amostra sera constituida
por metade (50%) da dimensdo da populacdo. Se K = 20, entdo a
amostra serd apenas 5% da populacao.

As empresas que executam estudos de mercado utilizam frequente-
mente o método denominado Random Route, que mais nao ¢ do que
um processo de amostragem sistematica, ja que partem de um ponto de
partida escolhido aleatoriamente, seguindo depois um itinerario obtido
com intervalos sisteméticos (inquéritos de porta a porta, por exemplo).

Amostragem estratificada

Este método consiste em dividir a populacao em grupos relativamente
homogéneos e mutuamente exclusivos, chamados estratos, e em selec-
cionar amostras aleatorias simples em independentes de cada estrato.
Se o numero de elementos de cada amostra estiver de acordo com a
proporcao do estrato na populacao, as observagoes podem ser mistu-
radas para se obter os resultados globais. Se, no entanto, todas as
amostras tiverem o mesmo numero de elementos, os resultados de cada
estrato tém que ser pesados pela proporcao desse estrato na populagao.

A estratificacao de uma populacao faz sentido quando é possivel iden-
tificar sub-populagoes que variam muito entre si no que diz respeito
a variavel em estudo, mas que variam pouco dentro de si. Nestas
condig¢oes, uma amostra estratificada pode fornecer resultados mais
precisos do que uma amostra simples extraida do conjunto da pop-
ulagao.

Esta eficiéncia serda ainda mais importante se a variavel a ser estrat-
ificada se encontrar correlacionada com varias outras variaveis como
por exemplo idade, sexo, rendimento, status, area geografica, etc., o
que permitird estratificar simultaneamente segundo vérias variaveis,
desde que se assegure uma adequada representatividade dos estratos
existentes na populacao.



(iv)

Amostragem por clusters

Tal como na amostragem estratificada, na amostragem por clusters, a
populagao ¢ dividida em grupos, ou clusters. Este tipo de amostragem
torna-se particularmente 1til quando a populagao se encontra dividida
num reduzido nimero de grupos, caracterizados por terem uma dis-
persao idéntica a populagao total, isto é, os grupos deverao, tanto
quanto possivel, ser "microcosmos”da populagao a estudar. Primeiro,
seleccionam-se aleatoriamente alguns dos grupos e em seguida, incluem-
se na amostra todos os individuos pertencentes aos grupos selecciona-
dos. Trata-se de um processo amostral casual simples em que cada
unidade é o cluster.

Neste tipo de amostragem exige apenas que se disponha de uma listagem
dos grupos (de individuos ou elementos da popula¢ao) e nao uma
listagem completa dos elementos da populagao, como é o caso das
amostragens anteriores.

Um exemplo deste tipo de amostragem ¢é o caso em que se pretende fazer
uma sondagem de opinido aos alunos de uma escola (populagao), da
qual apenas se dispoe de uma listagem das turmas (grupos de alunos).
Uma amostra por clusters obtém-se seleccionando uma amostra aleatéria
de turmas e inquirindo, dentro de cada turma escolhida, todos os
alunos.

Amostragem multi-etapas

O primeiro passo deste tipo de amostra é idéntico ao anterior. A pop-
ulacao encontra-se dividida em varios grupos e seleccionam-se aleato-
riamente alguns desses grupos. No passo seguinte, também os elemen-
tos de cada grupo sao escolhidos aleatoriamente. Este processo pode
multiplicar-se am mais de duas etapas se os grupos estiverem divididos
em sub-grupos.

Um exemplo deste tipo de amostragem é o caso de uma sondagem de
opiniao aos alunos do ensino secundario em que se pode comegar por se-
leccionar aleatoriamente algumas direccoes escolares. Em seguida, de
cada uma delas, seleccionar aleatoriamente algumas escolas, de cada
uma das escolas escolhidas seleccionar aleatoriamente algumas turmas
e, finalmente, de cada uma das turmas escolhidas seleccionar aleatori-
amente alguns alunos. Este exemplo consiste em 4 etapas.

Como desvantagem deste método adiante-se de que os possiveis erros
de amostragem se podem multiplicar, dado que ao longo deste processo
se vao utilizando varias sub-amostras com a possibilidade de erros de



amostragem em cada uma delas.

(vi) Amostragem multi-fasica

Este processo de amostragem nao deve ser confundido com o processo
de amostragem multi-etapas. No primeiro processo as unidades amostrais
variam de uma etapa para outra. No exemplo referido no ponto an-
terior, as unidades amostrais eram, sucessivamente, as direcgoes esco-
lares, as escolas, as turmas e os alunos, enquanto que na amostragem
multi-fasica se define sempre a mesma unidade amostral em todas as
fases de extraccao da amostra.

Neste caso, em cada fase da amostragem, consideram-se sempre os el-
ementos da populacao, obtendo-se de alguns mais informacgoes do que
de outros. Na primeira fase, recolhem-se dados sobre determinadas
caracteristicas dos respondentes - por exemplo, o seu comportamento
e frequéncia quanto ao consumo de determinado produto, variaveis de-
mograficas, tamanho das empresas, a sua disponibilidade para respon-
der novamente a um inquérito. Esta informagao pode ser usada para
a definicao de uma listagem dos possiveis respondentes a segunda fase
do inquérito. E entdo retirada desta listagem uma segunda amostra
que respondera a um questionario com um nivel de profundidade mais
elevado.

Deste modo, nem todos os inquiridos respondem a todas as questoes,
isto permite reduzir os custos e permite ainda que a amostra principal
seja utilizada como base de amostragem para amostragens seguintes.

1.1.2 Os conceitos principais da amostragem aleatoria

O nosso interesse centra-se nos valores tomados por uma variavel aleatéria
Y para os vérios elementos de uma populacao e, em medidas globais dessa
variavel na populacao. Se a populagao tiver dimensao N, podemos representar-
la por

}/la}/Qa"'?YN

sendo estes valores de Y designados para os diferentes membros da populagao.

Estamos interessados em caracteristicas da populacao definidas relativamente
a Y. As que sao estudadas mais usualmente sao:



(i) O total da populagao, Yy = Zf\il Y;;

Py o

(ii) A média da populagao, Yy = —5— = YWN;
(iii) A propor¢ao, P, de membros da populacdo que pertencem a deter-
minada categoria de classificacao da variavel Y. Por exemplo, num
estudo sobre habitos de conducao num adulto, P podera representar a

proporc¢ao de condutores que dirigem mais de 10 Km por dia.

O objectivo de um estudo por amostragem é estimar uma ou mais dessas
categorias a partir da informacdo contida na amostra de n(< N) membros
da populagao. Suponha-se que os valores de Y para os membros da amostra
sao designados por

Y1, Y2,---,YN

onde cada y; ¢ um dos valores Y; da populacao.

Terminologia

O quociente entre a dimensao da amostra e a dimensao da populagao

f=

=|=

¢é chamado de fraccao amostral.

Para estimar Y7, Y ou P, é necessario calcular algumas medidas que sumariem
a informagao contida na amostra. Para estimar Y ¢ intuitiva a utilizagao da
média amostral

n
Uma parte importante no processo de amostragem é como determinar as pro-
priedades dos estimadores obtidos (e.g. o estimador para a média amostral
dado pela equagao anterior). Uma possibilidade é tentar descobrir como é
que os valores de ¥ variam relativamente a Y em diferentes situacoes quando
se considera o procedimento amostral no mesmo problema. No entanto, para
determinar as propriedades de tais estimadores, tem que se ter em conta o
mecanismo aleatério de extraccao de amostras.

N
y — Zizl Yi

Em termos genéricos, depois de especificar o tamanho da amostra, n, consideram-
se todas as possiveis amostras de dimensao n que podem ser formadas a
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partir da populacao, Si,5,.... Un esquema de amostragem aleatoério
é definido pela associacao de uma probabilidade m; a cada S;, isto é, m; =
P(extrair a amostra S;), e escolha de uma amostra particular S de acordo
com esta distribuicao de probabilidade. Sao vastas as possibilidades para
os esquemas de amostragem aleatoria, correspondendo a diferentes funcoes
de probabilidade 7w = {my,ma, ...} sobre o conjunto das possiveis amostras,

{51, Sa,... ).

Vamos considerar alguns dos esquemas de amostragem mais utilizados e com-
para-los em termos de custos e eficiéncia para a estimacao de Y, Yr, etc.

Suponha-se que # é uma caracteristica da populagao (pode ser Yr) e que
se vai escolher uma funcao da amostra, 5(5), para a estimar. 0 ¢ desig-
nado, como usualmente, estatistica ou estimador. Podem-se estudar as pro-
priedades dos estimadores em relagao a distribuicao amostral de 6 induzida
pela distribuicao de probabilidade, 7r. Diferentes valores de 6 vao ser obtidos

para diferentes amostras, com probabilidades dadas por w = {m, 7o, ... }.

Enviesamento

Um possivel critério para analisar se o esquema de amostragem € ”represen-
tativo”é verificar que 6 é nao enviesado (centrado), isto é,

onde E representa o valor esperado.

Precisao

Usualmente o estimador 6 tem, pelo menos em amostras grandes, distribuigao
aproximadamente normal. E razodvel estabelecer a precisao ou eficiéncia de
um estimador centrado através da variancia,

Var[6(S)] = E-{[0(S) - 0]°}.

Quanto mais pequena for a variancia, mais preciso é o estimador. Se, para
uma dada dimensao amostral, um estimador centrado tiver menor variancia
do que outro, diz-se que ele é mais eficiente. Pode-se, assim, comparar
estimadores respeitantes ao mesmo ou a diferentes esquemas de amostragem
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aleatdria.

O maior objectivo da teoria da amostragem ¢é implementar esquemas de
amostragem que sejam mais econdémicos e faceis de implementar, e que con-
duzem a estimadores centrados com variancia minima.

Em geral, o factor Var[6(S)] decresce com o aumento da dimensdo da amostra,
mas os custos aumentam. O ideal é encontrar um ponto de equilibrio. Tém
que se comparar os esquemas de amostragem para determinar qual deles per-
mite obter um estimador centrado com menor variancia para um dado custo
ou para uma dada dimensao da amostra.
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1.2 Amostragem Aleatéria Simples

A forma mais bésica de amostragem aleatéria é a amostragem aleatéria sim-
ples que é relativamente simples de utilizar do ponto de vista estatistico e
serve também de base a para esquemas de amostragem mais complexos como
a amostragem aleatoria estratificada e a amostragem aleatéria por grupos.
As propriedades dos estimadores obtidos a partir de amostras aleatorias sim-
ples sao facilmente demonstrados.

1.2.1 O procedimento de Amostragem Aleatéria Sim-
ples

Se a populagao tiver dimensao N, e quisermos uma amostra aleatéria simples
. - , . . N

de dimensao n, esta amostra é escolhida aleatoriamente das amostras
n

distintas possiveis, em cada uma das quais nenhum dos elementos da pop-
ulacao ¢ incluido mais de uma vez. Isto ¢ o mesmo que dizer que cada uma das

—1
N e e N .

<n amostras possiveis tem a mesma probabilidade n de ser escolhida.

Para produzir uma amostra aleatéria simples de dimensao n (amostra aleatéria

sem reposigao de n elementos da populac¢ao) deve-se proceder do seguinte

modo. Suponha-se que este método de extraccao sequencial sem reposicao
produz n elementos (distintos) da populagao cujos valores sao

Y1,Y2,---5,Yn

onde y; se refere ao i-ésimo elemento, i =1,...,n.

A probabilidade de obter esta sucessao ordenada é

1 1 1 (N —n)!
N'N-1"N-n+1 NI
Mas, qualquer ordenagao de vy, s, . .., y, corresponde a mesma escolha de n

elementos distintos da populacao (isto é, corresponde & mesma amostra). Ex-
istem n! ordenagoes possiveis. Assim, a probabilidade de obter uma amostra
particular de n elementos (independente da ordem) é dada por

n!(NNT n)! _ (]X) - |

13



. N . - . . P
Existem (n amostras distintas e sao igualmente provaveis, isto é, sao

amostras aleatorias simples.

A escolha de uma observacao individual na amostra é conseguido em cada
etapa por um mecanismo aleatério aplicado aos restantes membros da pop-
ulagao, por exemplo, utilizando uma tabela de niimeros aleatorios.

Exemplo 1.2.1: Quer-se extrair uma amostra aleatoria simples de 5 elemen-
tos de 25. Primeiro deve-se numerar a populacao de 0 a 24, depois procurar
numa tabela de nimeros aleatérios os primeiros pares de niimeros menores
que 25, obtendo assim os 5 elementos da populacao que devem ser selecciona-
dos. Nao esquecer de medir o respectivo valor desses elementos na variavel em
estudo, nem de ignorar os que foram seleccionados anteriormente na procura
na tabela de niimeros aleatérios. Para amostras e populacoes grandes, esta
tarefa de escolher a amostra a partir de uma tabela de ntimeros aleatérios
pode ser demasiado morosa.

Variancia
A variancia de uma populacao finita Y7, Y5, ..., Yy é dada por
R _
o? = HZ(E—Y)Q.

i=1
Na amostragem aleatéria simples pode-se definir o valor esperado de y;, a
i-ésima observacao na amostra, isto ¢,

N N

1 _

Bly =) YiPi=Y;)=5> V=Y.
j=1 j=1

O resultado que diz que P(y; = Y;) = + é devido ao facto de que o nimero

N
de amostras em que y; = Y; ser de ((]]\\,[:711))',, e cada uma tem probabilidade de
(N—n)!
NI -

Facilmente se verifica que

1 N
Ely}] = N ZY]‘Q,
j=1



E[yiyj]:MN#_l)ZY;Y; (i # J)

r<s

Assim, a variancia e covariancia de y; sao dadas por

Varly] = El(yi—Y)?
= EBly]]-Y?
_ (N—-1)0?
=

Covly;,y;] = E{(yi_?_)(yi_?)}

= Elyy] Y
N 2 N
1
= ;| =) Y2-N(N-1)Y?
v |(%) -2
N

Pode-se assim concluir que existe uma pequena e negativa correlacao entre
as potenciais observagoes amostrais.

Pode-se, agora, proceder ao estudo do estimador da média da populacao.

1.2.2 Estimacao da média, YV

Um estimador de Y, baseado numa amostra aleatoria simples de dimensao
n, imediatamente intuitivo é a média amostral,

§— Z?:l ?/i‘
n

Facilmente se verifica que ¢ é um estimador centrado de Y, pois

g ny  _
121%] =7=Y~

Bly) =B

Além disso,
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Varly] = w, (1.1)

em que f = & ¢ a fracgao amostral.

A variancia amostral de y é reduzida por um factor f = %, fraccao de
amostragem, comparado com o resultado analogo para uma populagao in-
finita. Este efeito é conhecido como correcgdo de populagao finita (c.p.f.).
Se o valor da frac¢ao amostral for muito pequeno, a c.p.f. tem pouca im-
portancia e pode ser ignorada. Empiricamente, pode-se ignorar a c.p.f. se f
é menor ou igual a 0.05. A consequéncia deste procedimento é obter-se uma
variancia um pouco maior para o estimador .

Terminologia

O erro padrao (standard error) de y é dado por [Var(gj)]l/2.

Pode-se dizer que y ¢ um estimador centrado de Y e (1.1) permite-nos com-
parar a eficiencia de diferentes estimadores de Y baseados em amostragem
aleatoria simples ou amostras obtidas por outros processos de amostragem.

Além disso, y ¢ um estimador consistente de Y no caso de populacdes finitas,
isto ¢, quandon — N,y — Y.

Quanto a questao de saber como é que y se compara com outros possiveis
estimadores de Y, num esquema de amostragem aleatéria simples, pode ser
apresentada a seguinte propriedade, facilmente demonstravel:

Propriedade: A média amostral, g, é o melhor (com menor variancia) esti-
mador linear centrado de Y baseado numa amostra aleatoria de dimensao n.

1.2.3 Amostragem Aleatdéria com reposicao

Observe-se como os resultados diferem se for utilizado um método de amostragem
aleatorio simples, mas agora com reposicao, para obtencao de uma amostra
aleatoria de dimensao n de uma populacao de dimensao N.
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A amostragem aleatéria simples com reposicao de uma populacgao finita é um
método de mostragem em que cada elemento Y; da amostra Yy, Ys, ..., Y, ées-
colhido aleatoriamente entre todos os N elementos da populacao y1, ¥, - - -, Yn,
e de forma que todos os elementos da populacao tenham a mesma proba-
bilidade de serem escolhidos, isto é, P(Y; = yx) = %,i =1,2,....,nk =
1,2,..., N. Isto corresponde a extrair uma amostra aleatéria de dimensao n
de uma uma distribuicao uniforme discreta no conjunto dos pontos Y1, Y5, ..., Y.

Observe-se que, neste caso, cada elementos da amostra ¢ estatisticamente in-
dependente dos restantes, e todos os elementos sao identicamente distribuidos
e tém a mesma distribuicao de probabilidade da populagao.

Verifica-se facilmente que:
e BE(y)=Y,i=1,2,...,n;

o B(y) =52 Y

_ N-1_2
o Var(y;) = ~50°.
Se se considerar a média amostral §y = %Z?:l y; como sendo o estimador de

}7, tem-se que
° E(y) =Y;
e Var(p) =1 (1- 1) 0%

Compare-se este ultimo resultado para a variancia com a expressao (1.1),
% (1 — %) o2, para o caso da amostragem aleatéria simples (sem reposigao).
O estimador y de Y referente a amostragem aleatéria com reposi¢ao é menos
eficiente que o mesmo estimador referente a amostragem aleatéria simples,

uma vez que 1 — f < 1— % paran > 1. A sua eficiéncia relativa é dada por
N—n
N-1°

1.2.4 Estimacao da variancia o

A expressao (1.1) para Var(y) é utilizada de trés formas:

(i) para estabelecer a precisdo do estimador ¢ de Y

(ii) para comparar § com outros estimadores de Y
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(iii) Para determinar a dimensdo da amostra necessdria para obter a pre-
cisao do estimador ¥ pretendida.

Normalmente, nao se conhece o verdadeiro valor de o2, como tal é necessario
estima-lo a partir da amostra. Considerando a amostra aleatoéria simples
Y1,Y2, - - -, Yn, utiliza-se, como habitualmente,

1
2 _ 2
8—n_1§ (vi —9)"

=1

Note-se que s? é um estimador centrado de o2, isto é, F(s*) = o2

Relativamente aos pontos (i) e (ii), pode-se substituir a variancia descon-
hecida da populagao, o2, em (1.1) pelo seu estimador centrado s?, obtendo-se
assim um estimador centrado de Var(y) dado por

2
27 = (1- >
n

Em algumas situacoes, a estimacao de o2 é 1itil, por si s6, e tal estimacao
pode ser feita utilizando os estimador s?. Mas quanto ao problema referido
em (iii), em se quer determinar a dimensao da amostra necessaria para obter
a precisao pretendida, o estimador s? ndo tem relevancia porque ainda nao
se dispoe da amostra para o calcular. Como tal, tem que se determinar a
dimensao da amostra requerida antes de efectuar o processo de amostragem.
Posteriormente ver-se-a como realizar este processo.

1.2.5 Intervalo de confianca para Y

Para se obter um intervalo de confianca para Y é necesséario que se conheca
a sua distribuicao. Como se estd perante um caso de amostragem, o que se
pretende é a distribuicao por amostragem, e, a forma de a obter é utilizar
um caso analogo ao Teorema do Limite Central para populagoes finitas que
permite concluir que a média amostral, y, de uma amostra aleatéria simples
tem aproximadamente distribui¢ao normal,

g~ (va-n%) (12)
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Esta suposicao é usualmente bastante razoavel, mesmo se existe simetria na
populagao. Uma regra empirica para a utilizagao desta aproximagao de g é
que a dimensao da amostra, n, satisfaga

n > 25G2

onde

1

N
No3 (Vi vy’

=1

G, =

Note-se que para populacoes finitas G; é o andlogo ao coeficiente de assime-
tria de Fisher. Além disso, a fungao de amostragem, f = & nao deve ser
muito grande.

Quando esta aproximacao é apropriada, pode-se utilizar a distribuicao nor-
mal para realizar inferéncias sobre Y. Um intervalo de confianca a 100(1 —

a)% para Y pode ser escrito da seguinte forma

[ B A (R L= B

Mas na prética, o valor de o2 nao ¢ conhecido e tem que se utilizar a sua
estimativa, s2. Isto é razodvel se o valor de n for suficientemente grande.

No caso do valor de n nao ser grande (se n < 40) pode-se utilizar a dis-
tribuigao t de Student e o intervalo de confianca a 100(1 — «)% para Y é

dado por
1—f 1—f
T trtieaf2- S| 3G+ bt 1—aya-54 ] — 1.4
]3/ L1-a/2-8 it tati-ay2:s - [ (1.4)

onde t,_11-q/2 ¢ 0 quantil de probabilidade 1 — /2 da distribuigao t de
Student com n — 1 graus de liberdade.

Geralmente, os inquéritos por amostragem sao relativos a populagoes muito

grandes (N = 10000 ou mais) com dimensoes amostrais substanciais (n = 100
ou mais). Assim, usualmente utiliza-se a forma do intervalo de confianga (1.3)
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substituindo o2 por s2.

Exemplo: Para investigar a taxa de absentismo nao relacionado com fe-
riados ou férias, mum sector da industria foi realizado um inquérito. Foi
recolhida uma amostra aleatéria de 1000 individuos de um total de 36000
trabalhadores, aos quais foi questionado quantos dias tinham faltado ao tra-
balho nos 6 meses anteriores. Os resultados obtidos foram os seguintes:

Numero de faltas 0 1 2 3 4 1516|7819
Numero de trabalhadores | 451 | 162 | 187 | 112 (49 |21 | 5|11 |2 |0

Para estimar o ntimero médio, Y de faltas, dadas pelos empregados deste
sector, nos ultimos 6 meses pode-se utilizar a média amostral

7 = 1.296

A variancia amostral é dada por

s =2.397

Utilizando uma aproximagao a distribuigao normal para a média, g, obtém-se
um intervalo de confianca a 95% para Y dado por

1.296+; 1.96/2.397+/(1 — 1000,/36000),/1000

]1.201; 1.391]
(ou]1.200;1.392[se se ignorar a c.p.f. uma vez quef = % = 5= = 0.028 < 5%)

Note-se que a distribuicao dos valores de Y na populacao é altamente as-
simétrica. Este facto afecta a qualidade da aproximacao normal, mas a di-
mensao elevada da amostra e da populacao compensa esse facto.

1.2.6 Escolha da dimensao da amostra

E evidente que um aumento da dimensao da amostra conduzira a um aumento
da precisdo de § como estimador de Y.Contudo os custos de amostragem
também irao aumentar e existem limites para aquilo que podemos gastar.
Uma amostra demasiado grande implica um desperdicio de esforco; uma
amostra demasiado pequena produzird uma estimacao de precisao inade-
quada. O ideal sera estabelecermos a precisao desejada, ou o gasto maximo
que podemos realizar, e escolher a dimensao da amostra de acordo com estas
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restricoes.

Para alcancar este objectivo é necessario ter em conta um vasto leque de
consideracoes:

e Conhecer o custo de amostragem para dada situagao;
e Saber como aferir da precisao dos estimadores;

e Saber como equilibrar as necessidades em relagao a vérias caracteristicas
da populagao que estejam a ser estimadas (caracteristicas de interesse).

e Como lidar com o desconhecimento de alguns parametros da populagao
(e.g. a variancia da populagao) que podem afectar a precisao dos esti-
madores.

Vai-se considerar apenas um caso simples. Vai-se assumir que o objectivo
é estimar apenas uma caracteristica, a média da populacdo, Y, utilizando
a média y obtida a partir de uma amostragem aleatéria simples, e impondo
que a probabilidade da diferenca absoluta entre g e Y ser superior a um dado
valor nao exceda um certo nivel. Nao fazemos quaisquer consideragoes sobre
custos embora, se os custos de amostragem forem proporcionais a dimensao
da amostra, o objectivo de redugao ao minimo custo seja alcancado do mesmo
modo.

Suponhamos que procuramos encontrar o valor minimo de n que assegura
que
P(lY —g|>d) <« (1.5)

para valores especificados de d (tolerancia) e (pequeno) « (risco de nao re-
speitar essa tolerancia). (1.5) pode ser escrito como

Y o
Y 9| <a, (1.6)

d
NOEEEN DR

assim, utilizando a aproximacao a distribuicao normal de ¢ pode-se escrever

P
o

e (1d_ 7 ” o' (1-3) (1.7)
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ou ainda

d 2
n>N 1+N<m> (1.8)

A inequacao (1.6), declara de modo equivalente que

) a0\
Var(y) < (—q)l = %)> =V, (1.9)

e portanto a desigualdade (1.8) pode ser escrita como

o2 o2]7!

n>—|14+—=— (1.10)
V Y

Verificamos assim que, como primeira aproximacao para a pretendida di-

mensao da amostral, podemos considerar

ng = —. (1.11)
Vv
Contudo esta expressao avalia por excesso a dimensao da amostra, especial-
mente se a fracgao de amostragem f = =2 for substancial. Se tal acontecer,
é necessario diminuir a nossa aproximacao e, em vez de ng, considerar

Un -1
n = ng (1+—) (1.12)
N
Tudo isto pressupoe naturalmente que o2 é conhecido. Na prética isso nao
acontece, como tal é necessario estimar a dimensao da amostra requerida, n
quando o2 ¢ desconhecido. Existem basicamente 4 formas de o fazer:

(i) A partir de estudos piloto: Muitas vezes é possivel fazer um estudo
piloto antes do inquérito principal. Se tal for feito os resultados dao
alguma indicacao sobre o valor de o2 a utilizar na escolha da dimensao
da amostra. No entanto, esta estimativa podera ser bastante enviesada
uma vez que os estudos piloto incidem, em geral, sobre uma parte da
populacao apenas.
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(i)

(iii)

A partir de inquéritos anteriores: E bastante comum repetir es-
tudos anteriores para estudar caracteristicas similares em populacoes
similares, especialmente em areas como a educagao, a medicina ou soci-
ologia. A medida para a variancia, o2 nesses estudos anteriores podera
ser utilizada no novo estudo de modo a determinar a dimensao da
amostra, no entanto é necessario cautela ao extrapolar de uma pop-
ulacao para a outra.

A partir de uma amostra preliminar: Esta é a abordagem mais
objectiva e mais indicada, mas pode nao ser admissivel em termos
administrativos ou de custos. O procedimento consiste em recolher
uma amostra aleatéria simples de pequena dimensao, nq, e utilizar a
variancia amostral, s? para estimar a variancia, 2. Com esta estima-
tiva de 02 calculamos o valor minimo para n, apds o qual se recolhem
mais (n — ny) observagdes dos restantes elementos da populagao.

Com este procedimento, e se for razodvel ignorar a correccao de pop-
ulagao finita (c.p.f.), a dimensao da amostra, n, deverd ser igual a

2\ s?
1+—) =
( nq ) %
Este processo de amostragem é um caso de amostragem em 2 fases.

A partir de consideragoes praticas acerca da estrutura da pop-
ulagao: Ocasionalmente temos algum conhecimento sobre a estrutura
da populacao de que pode dar indicacao sobre o valor de 0. Por exem-
plo, considerem-se o nimero de ”gralhas”em livros de uma dada editora
(aproximadamente do mesmo tamanho ou mum numero prefixado de
péginas) num certo periodo de tempo, ou o nimero de falhas que ocor-
rem numa marca de cassetes de video no primeiro ano de uso. Em
ambos os casos se pode admitir que os valores da variavel em estudo,
Y, seguem uma distribuicao de Poison, sendo entao plausivel considerar
que o2 e Y sejam aproximadamente iguais. Logo, qualquer informacao
sobre Y pode ser utilizada para estimar o2 e intervir na escolha da
dimensao da amostra, n.
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1.2.7 Estimacao do total da populacao, Yr

Existem muitas situagoes em que ¢ interessante estimar o total da populacao

Yr = NY. (1.13)

em vez da média da populacdo, Y. Através desta relacio entre Yy e YV
podemos, facilmente deduzir as propriedades sobre estimacao do total pop-
ulacional.

O estimador por amostragem aleatéria simples que é mais utilizado é dado
por

yr = Ny
Dos resultados anteriores, tem-se que y7 € um estimador centrado de Yr e

02

Var(yr) = N*(1 - f)—.
n
yr € o estimador linear centrado de variancia minima de Y7 baseado numa
amostra aleatéria simples de dimensao n.
Com as mesmas restricoes relativamente a dimensao da amostra, n, e ao
valor da fraccao de amostragem, f, pode-se usar a aproximacao a distribuicao
normal dada por

N 2 2
yr ~ N (YT’%)

para construir intervalos de confianca para Yr. Se n > 40, um intervalo de
confianga a 100(1 — «) para Y7 é dado por

-1 oo w - o

Sen < 40, é preferivel utilizar o quantil ¢,_1 ;¢ em vez do quantil o1 (1 — %)
da distribuicao normal reduzida.

Quanto a questao da escolha da dimensao da amostra, n, tem-se em conta
que

P(‘yT—YT‘ >d) < a.
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Utilizando a aproximacao pela distribuicao normal, vem que

1

. 14
) o

1 d
>N|1l+—| ———~
A A <a.<1>—1 (1—

Equivalentemente,

N[R

d 2
VCLT(yT> < (m) =V

Assim, (1.14) pode ser escrito como

n >

N?2g? 1 N2g2\ *
1+ =
% < N V )

. 2, . , ,
Assim, se 7~ ¢ muito menor que 1, é razodvel tomar
n2o?
Ng =
Vv
como dimensao aproximada da amostra, caso contrario deve-se utilizar
N -1
N

1.2.8 Estimacao de uma proporcao, P

O objecto de um estudo de amostragem pode incidir sobre um atributo ou
qualidade dos elementos de uma populacao, nomeadamente sobre o estudo
da proporcao de individuos da populagao que tem o atributo. Por exem-
plo a proporcao de casas alugados na area da grande Lisboa. Ja vimos que
podemos atribuir o valor 1 aos elementos da populacao que tém o atributo e
o valor 0 aos elementos que nao tém o atributo. Do mesmo modo, a amostra
vai ser constituida por Os e 1s, isto é, z; = 1 se 0 i-ésimo elemento da amostra
tem o atributo e x; = 0 se o i-ésimo elemento da amostra nao tem o atributo.

Sendo assim, se r elementos da amostra tiverem o atributo, entao
n
E T; =T.
i=1
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pelo que

é a proporcao de elementos da amostra que tém o atributo e que vamos
representar como p.

é o estimador de P =

2=

Constata-se assim que o estudo da estimagao de uma proporgao, P, é equiv-
alente ao estudo da estimacao de um valor médio, X.

Ao discutir a eficacia de p como estimador de P, estamos a discutir o uso
da média de uma amostra aleatoria simples como estimador da média da
populacao. No entanto, existe neste caso a particularidade de os valores da
variavel X poderem ser apenas 0 e 1. Isto implica a existéncia de uma relacao
entre X (ou seja, P) e 0%. De facto,

o2 = LZ (X;— P) = % (1.15)

uma vez que

i=1

:NZ

i=1

N
_ Z p2
N

N 1
N

N-1-
NP(l P)
N-1

Fazendo as devidas adaptagoes é facil obter as propriedades do estimador p.
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E(p) = P, isto é, o estimador ¢é centrado.

B cx N-nP(1-P)
Var(p) = (1 - p2x = T2 PO

Mas, como 0% ¢ desconhecido, pode-se estimar pelo seu estimador centrado

= — Y (w-a)P == ——p(1-p),

n—1 — n—1
e, consequentemente,
9 p(1—p)
p— 1 —_— —_—
s'p) =01~ f=—

¢ um estimador centrado de Var(p).

1.2.9 Intervalos de confianga para P

Havendo R elementos da populagao com o atributo, entao a probabilidade
de na amostra se observarem r elementos com o atributo é

r n—r ,
P(r)= 7 , max (0,n — N + R) <r <min (R,n)
ou seja, o numero de elementos da amostra, de dimensao n, com o atributo
tem distribuigao de parametros (N, R, n). Conhecendo o modo de determinar
as probabilidades podemos sempre construir intervalos de confianca para P.

Contudo, se utilizarmos esta distribuicao exacta, hipergeométrica, os calculos
para a obtenc¢ao dos intervalos de confianga sao muito pesados.

Podemos tentar entao uma primeira aproximagao da distribuic¢ao hiper-
geométrica a distribuicao binomial, que sabemos ser razoavel, desde que
[ =% < 10%. Assim, considerando que o nimero de elementos da amostra
com o atributo tem distribuicao aproximadamente binomial de parametros
(n, P), é possivel obter intervalos de confian¢a para P. Mas também neste
caso os calculos sao pesados.

Resta-nos a aproximacao a distribuicao normal, que sabemos ser razoavel se:
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(i) n ndo muito grande relativamente a R ou a N — R;
(ii) min (np,n(1 —p)) > 30.

Verificando-se entao que com

N—-nP(1-P) P(1—-P)
V ~ =1-f)—-
ar(p) m e = -
tem-se que
— P
b (1.16)
(1- )7
tem distribuicao aproximadamente normal reduzida.
E, sabendo que
- P
P P < ¢! (1—9> —1-a, (1.17)
(1 f) P(1-P) 2

o intervalo de confianga a 100(1 — a)% para P é dado pela regido entre as
duas raizes da equagao quadratica (em P) dada por

P? <1+¥q>—1 (1—%)) —P(2p+#¢—1 (1—%)) =0

Se n for suficientemente grande, podemos simplificar ainda mais. Substi-
tuindo Var(p) pelo seu estimador centrado, s*(p), na distribui¢ao aproxi-
mada normal de p, obtém-se o intervalo de confianca a 100(1 — «)% para P
dado por:

p+ o (1 - 9) \/(1 _ppd=p (1.18)

2 n—1
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1.2.10 Escolha da dimensao da amostra na escolha de
uma proporcgao

Recorde-se que Var(p) = %@ = (1-— f)@. Claramente, esta

variancia é maxima para P = %, o que significa que, para uma dada di-
mensao, n, da amostra, a estimagao de P é menos precisa quando P for

préximo de 3. Para 1 < P < %, P(1 — P) (que reflecte o desvio padrao

2 1
de p) apenas varia no intervalo (0.433,0.500), e a variagdo na precisao do
estimador de p é muito pequena. E necessario que P = 0.07 ou P = 0.93

para que o desvio padrao seja reduzido para 50% do seu méximo valor.

A escolha da dimensao da amostra que assegura certos limites para o erro
padrao da estimativa de P, vai ser uma vez mais equivalente a escolha da di-
mensao da amostra que assegura, com um probabilidade « predefinida, uma
precisao, absoluta, d, ou proporcional, £ P, para o estimador p.

CASO A

Suponhamos que, para os valores pré-estabelecidos d e a (pequeno), pre-
tendemos encontrar a dimensao da amostra que assegura que

P(lp—P|>d) <a.

Considerando a aproximagao a distribuigdo normal (1.16), isto é equivalente
a exigirmos que

Var(p):N—nP(l—P)§< d a))

N-—-1 n

do que resulta

N-1 N\ i\
n>N (1 + m‘/) sendo V = (W) (1.19)

ou ainda

TSP (L L(PUER )Ty

Como primeira aproximac¢ao podemos considerar
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P(1—-P)

—

que é a expressao obtida se ignorarmos a correc¢ao de populagao finita. Se
20 nao for pequeno, deve-se usar a expressao mais exacta (1.19), isto é,

N
-1
ng—l
> 1
n_no(—i- N )

Ng =

CASO B

Por vezes pretende-se uma precisao para a estimativa de P expressa em ter-
mos de proporcionalidade em relagao a P, ou seja, pensar numa precisao
d = £P. Isto significa desejar que o estimador tenha uma certa precisao rela-
tiva, isto é, que o erro relativo do estimador nao exceda £ com probabilidade
1—oa.

Sendo assim, para § e a (pequeno) pré-estabelecidos, queremos saber qual a
dimensao da amostra que assegura que

P(lp—P|>¢P)<a (1.21)

lp — P| §pP
P Q
= (me) g War<p>> :

Utilizando a aproximacao a distribui¢ao normal, pode-se escrever, como an-
teriormente,

nZN(l—E)_le(lJr%(U—l))_l (122)

U:l;P<@4g—@>2

Pode considerar-se como primeira aproximagao de n o valor

TL:U:1—P<@40_@)%

sendo

P



Contudo, se ¥ nao for pequeno ¢ mais conveniente considerar

n 1\ !
0 —
(14 20)
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1.3 Estimadores de uma razao e de regressao

No capitulo anterior apenas se considerou a estimacao de uma tunica car-
acteristica da populagao com base num esquema de amostragem aleatoria
simples. Considerando o mesmo processo de amostragem vai-se alargar um
pouco o estudo, considerando mais do que uma caracteristica de interesse.
Frequentemente, o objectivo de um inquérito por amostragem, ¢ obter in-
formacao sobre varias caracteristicas populacionais. Assim, estd-se muitas
vezes perante dados multivariados que dizem respeito a varias medidas da
populacao, representadas pelas variaveis X, Y, Z, ...

A estimacgao simultanea de varias caracteristicas populacionais explorando a
estrutura de correlagao da populagao multivariada nao é a parte principal
deste estudo. Contudo, vai ser abordada com algum detalhe uma extensao
da situacao univariada. Trata-se do caso bivariado, em que se observam
simultaneamente duas variaveis, X e Y. Vao ser discutidas duas situagoes,
com objectivos distintos, mas que envolvem consideragoes estatisticas semel-
hantes:

(i) como estimar a razao de duas caracteristicas populacionais, por exem-
Yr
plo £,

(ii) como estimar eficientemente uma caracteristica populacional relativa-
mente a uma variavel de estudo, Y, por exemplo Y ou Y7, explorando a
associacao existente entre as variaveis X e Y observadas anteriormente.

1.3.1 Estimacao de uma razao

Em varias situacoes pretende-se estimar uma razao de duas caracteristicas
populacionais: os totais ou as médias de duas variaveis em estudo X e Y.
Estamos interessados em estimar a quantidade

vr Y

R=_-L _
Xr X

que sera designada por razao populacional.
O interesse em estimar R pode surgir de duas formas. Esta razao pode ter
interesse em si mesmo, por exemplo, pode-se querer estimar a proporcao de

terra aravel cultivada de centeio numa determinada regiao geografica. Para
isso, recolhe-se uma amostra das quintas da regiao e regista-se para cada
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uma delas a area total e a drea utilizada no cultivo do centeio. Se se designar
essas areas por X; e Y; para as diferentes quintas da regiao, o que se quer
estimar é R = )7;—?

Alternativamente, o interesse por uma razao, R, pode surgir devido a con-
veniéncias administrativas na montagem de um esquema de amostragem que
seja viavel. Suponha-se que se queria estimar o rendimento anual médio por
pessoa, ou nimero médio de carros por pessoa, para a populacao adulta res-
idente numa determinada regiao geografica. Poder-se-ia pensar em recolher
uma amostra aleatoria simples de individuos adultos, registar o seu rendi-
mento anual ou o niumero de carros que possui (predominantemente 0 e 1)
e utilizar a média amostral, em cada caso, para estimar a correspondente
média populacional. Mas, pode nao ser facil obter uma amostra aleatoria
dos adultos, por exemplo devido a dificuldade em ter acesso a populagao ou
outras quantidades de interesse. Pode ser mais simples utilizar unidades de
amostragem maiores, como por exemplo os agregados familiares. Neste caso,
passa a ter interesse estimar razoes, em vez de médias. O rendimento anual
médio pode ser agora interpretado como a razao entre o rendimento total an-
ual dos agregados familiares, Y7 e o nimero total de adultos da populacao,
Xr, sendo ambas as caracteristicas estimadas a partir de uma amostra de
agregados familiares. O raciocinio é analogo para o nimero médio de carros
por pessoa.

Note-se que, nestes exemplos, se utilizam grupos de individuos como unidades
de amostragem para estudar caracteristicas por individuo.

Assim, estamos interessados em estimar a razao R = };—f;, com base numa
amostra aleatdria simples (y1,x1), . .., (Yn, T,) dos valores de uma populagao
bivariada (Y;, X;),i=1..., N.

Existem varias abordagens possiveis para a estimacao de R. Duas abordagens
imediatas sao, utilizar a razao média da amostra ou a razao das médias
amostrais. Mais especificamente, elas sao

n
12%
rn = — —
n < ZT;
=1
(§
Yy yr
ro=Z ="
X TT
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respectivamente.

Muitas vezes, os valores das varidaveis X e Y estao correlacionados. Por ex-
emplo, se Y representar o gasto de um agregado familiar em alimentacao e
X representar o rendimento do agregado familiar, é natural esperar uma cor-
relacao positiva entre as variaveis X e Y. € também claro que a presenca ou
auséncia de correlacao entre as duas varidveis vai afectar as propriedades dos
estimadores 1, e ry. Por exemplo, se existir uma correlagao positiva elevada
entre X e Y, as razoes individuais % vao variar pouco, comparado com uma
situacdo em que as varidveis nao estao correlacionadas (supondo variancias,
0% e 0%, iguais para ambas as situagoes) e este facto vai-se reflectir na pre-
cisao dos estimadores.

Estimador r;

Apesar do seu caracter intuitivo, r1 nao é muito utilizado como estimador da
razao populacional R. r; é um estimador enviesado e, quer o viés quer o erro
quadratico médio, podem ser elevados relativamente aos valores de outros
estimadores, em particular de 5. O viés deste estimador pode ser calculado
rapidamente.

Considere-se a populacao de valores R; = % A média populacional é
dada por

).<

7
)

S

. 1 X

e a variancia é

- _
oh=—7 2 (Ri—R)

i=1
Desde que 71 seja a média de uma amostra aleatéria simples (isto é, 1 = 7),
— 2
;1. PN . g
r1 tem valor médio R e variancia (1 — %) B

Mas geralmente, R nao ¢ igual a R, e tem-se
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viés(r;)) = R—R

= —— R(X;,— X
% ; ( )
(N— 1)O'RX
= —— 1.23
< (1.23)
onde orx ¢ a covariancia entre R e X,
1 - 1 -
- CR(X - X) = — ST R(X,— X
ORX N—l;(RZ R)( 7 ) N—l;RZ( i )

Entao, sabendo que o erro quadratico médio é a soma da variancia com o
quadrado do viés, tem-se que

EQM(r) = Var(r) + (viés(ry))?
R I

e um estimador centrado da covariancia, ogx €

n

! > il —x) = " (577 (1.25)

n—14%
=1

Portanto, pode-se estimar o viés e o erro quadrado médio (EQM) de r por

vids(m) = — (N —Dn(y —n7)
! (n—1)Xr

EQM(r) = (1 - f)zi:l (:Z' —n) —(;)_nlgg);%m) |

respectivamente, desde que o total Xp seja conhecido. Esta condicao é,
muitas vezes, satisfeita na pratica.

Assim, se X7 for conhecido, pode corrigir-se r; com a estimativa do viés,
obtendo-se o estimador modificado
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(N =1)n(y —nz)
(n—1)Xr

que é conhecido como estimador de Hartley-Ross.

/
r=r+

Estimador r,

Este estimador é mais utilizado que o abordado no ponto anterior. Emb-
ora seja enviesado e tenha distribuicao assimétrica, em amostras grandes o
viés é desprezavel e a sua distribuicao aproxima-se da distribuicao normal,
permitindo realizar inferéncias sobre R com base na distribuigao normal de
variancia Var(rg).

Tal como em 7, esta-se perante a complicacao de que tanto o numerador, 7,
como o denominador, Z, apresentam uma variagao aleatéria. Vai-se comecar
mais uma vez com a determinagao do viés. Note-se que, tendo em conta o
desenvolvimento em série de Taylor em tordo de X,

T'Q—R:

SRS

_ _ o ]
y— Rx r—X
R = _ 1 _

_ y‘)_(R:” [1—95;_(X+<5”;_(X)2—...] (1.26)

Como uma aproximacao do viés pode-se considerar os dois primeiros termos
da série e obter

B~k = B () - 5l - Ra)(e - X)

O termo principal é zero desde que E(j — RZ) =Y — RX = 0. Assim,
(1—floyx (1= f)pyxoyoy

Blg(e - X)) = Con(g ) = LoD g

onde pyx é a correlagdo entre Y e X. Assim, uma aproximagao para o viés

7

e

(1-/
nX?2

viés(ry) = E(ry) — R = (Ro% — pyxoyox) (1.27)
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que serd pequeno se py x nao diferir muito de RZ—)Y‘. Isto equivale a dizer que
a regressao de Y em X é linear e passa pela origem, isto é, que Y e X sao
aproximadamente proporcionais.

Para grandes amostras podem-se utilizar resultados assimptéticos e tem-se

1-f 1 &
VCLT(TQ) =~ Wm Z (}/; — RX,L>2

i=1

A variancia de r9 pode ser estimada por

N

1—f 1
s(r2) = sz(yi_mif
=1

n(n%lf)ﬁ {ZZJ? — 27“22%‘%; + rgzxf}
i=1 P —

Para grandes amostras, a distribuicao de 7, aproxima-se da distribuicao
normal, o que permite construir intervalos de confianca para R. Um in-
tervalo de confianca a aproximadamente 100(1 — «)% para R é dado por
ra £ @7 (1= 2) s(ra).

Exemplo 1.3.1: Conduziu-se um inquérito sobre o aumento do preco da
comida recolhendo uma amostra aleatoria simples de 48 produtos basicos de
alimentacao num hipermercado. Os precos desses 48 produtos alimentares
foram registados em duas ocasioes diferentes, com um intervalo de 3 meses.
Os precos registados pela primeira vez sao designados por x; e os da segunda
vez por y;. A razao das médias amostrais, ry = % da uma indicacao da
mudanca do prego da alimentacao durante os 3 meses em questao, ja que se
trata de uma estimativa da razao populacional R entre os precos médios nas
duas ocasides. Obtiveram-se os resultados:

g =12.07, 7 =1141;
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S y? = 9270.6, S a? = 8431.7, Sy = 8564.1.

A dimensao N da populagao (nimero de produtos alimentares distintos) é
grande relativamente a dimensao da amostra, n = 48 e, portanto, pode-se
ignorar a correcgao de populagao finita, c.p.f. (1-f). Tem-se ry = % = 1.06,
isto é, estima-se um aumento de 6% nos precos da alimentacao durante os 3

meses do estudo.

A variancia amostral (aproximada) de ry é

9270.6 — 2  1.06 * 8564.1 + (1.06)2 % 8431.7
48 % AT  (11.41)2

e um intervalo de confianca a 95% para R é

= (0.0447)?

(1.06 % 1.96 % 0.0447) = (0.970; 1.145).

Com base neste intervalo de confianga aproximado, nao é possivel afirmar
com firmeza que houve um aumento no preco médio da alimentagao nos 3
meses de estudo. Note-se que a grande amplitude do intervalo de confianca
reflecte a pequena dimensao da amostra.

1.3.2 Estimador da razao do total, Y7, e da média, Y

Suponha-se que se pretende estimar a despesa total dos municipios dum de-
terminado pafs, num servigo em particular (satido ou educagao, por exemplo)
num determinado ano. Para tal, pode-se obter uma amostra aleatoria simples
de n municipios, registar as respectivas despesas e estimar Y7 por yr = Ny.
Mas, é evidente que vai haver uma grande diferenca entre as quantidades gas-
tas, em satde ou educacao, nos diferentes municipios, devido a varias razoes
(tais como a drea do municipio, o nimero de habitantes, etc.). Seria desejavel
utilizar informacao adicional sobre a estrutura da populacao de modo a obter
um estimador mais eficiente do total Y7 do que yr. Vejamos como utilizar
essa informagdo adicional para construir um estimador de razao de Yr (ou
de V).

Suponha-se que Y; representa a despesa do municipio ¢ em satide ou em ed-
ucacao, X; ¢ o numero de habitantes desse municipio e, para os municipios
da amostra registam-se simultaneamente o valor das duas variaveis, obtendo
uma amostra aleatéria simples bivariada de dimensao n: (y1,x1), ..., (Yn, Tn)-
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O numero total de habitantes do pais, X1, é usualmente conhecido quase cor-
rectamente (por exemplo, a partir da tltimo censo da populac¢ao). Também
se conhece N, o numero de municipios do pais. Mas pode-se estimar X7 com
base na amostra, utilizando o estimador z7 = NZ, em que T é a média da
amostra aleatoria simples. Analogamente, pode-se estimar a despesa total
Yr (a caracteristica em que estamos interessados) por yr = Ny. A estima-
tiva xp nao tem interesse em si propria, ja que conhecemos X7, mas da-nos
a vantagem importante de através da sua comparacao com Xp, podemos
inferir informalmente da representatividade da amostra. Se xp for muito
menor que Xp entao, em virtude da proporcionalidade aproximada entre
Y; e X;, podemos concluir que yr vai subestimar Yr, se xr for demasiado
grande entao yr sera provavelmente também demasiado grande. Se a relagao
de proporcionalidade fosse exacta, teriamos

Yi=RX;,, i=1,... N (1.28)
em que R ¢é a razao populacional, R = )% = —}% Assim,
Yr = RXr,

e poderiamos estimar Y7 substituindo R pelo seu estimador r,, obtendo o
estimador de razao de Y7,

X7
Yyrr =12 X1 = —Yr (1.29)
xr
A partir daqui, vai-se utilizar como estimador de R apenas o estimador 7

que designaremos simplesmente por 7.

O estimador yrr ¢ designado por estimador de razao do total da populagao
por amostragem aleatoria simples. Note-se que aumenta ou diminui o esti-
mador simples yr através de um factor de condensacao f_f Se xp for maior
do que X7, este factor é menor que 1 e o estimador yr é reduzido, se xr for
menor que Xy, f—TT ¢ maior do que 1 e o estimador yr é aumentado.

No caso de proporcionalidade exacta, (1.28) serve apenas para motivar o esti-
mador yrg. Se a proporcionalidade exacta nao se verificar, o que acontece na
prética, o estimador yrg ainda faz sentido se houver uma proporcionalidade
aproximada entre a variavel de interesse, Y, e a covariavel X.
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Se estivermos interessados em estimar a média da populacao, Y, os mesmos
argumentos levam a utilizar o estimador da razao da média da populacao,

X
yr=r1X = =V (1.30)

Os estimadores de razao tém um atractivo é6bvio, mas é necessario identificar
as circunstancias em que, com estes estimadores, se obtém um acréscimo
significativo de eficiéncia relativamente aos estimadores yr e ¥, que usam a

informacao adicional da covariavel.

Considere-se o estimador yz. Como 7 é assintoticamente centrado como es-
timador de R, yz também é um estimador assintoticamente centrado de Y.

A variancia aproximada de yg, para grandes amostras é

N

_ 1— Y RX
Var(s) = Z
1= f 2 2 2
= n (O’Y—QRPYXa'yUX‘I—R O'X), (131)
onde pyx = YY); é o coeficiente de correlacao populacional entre Y e X. Se

a proporcionalidade exacta (1.28) se verificasse, entao Var(yg) seria aprox-
imadamente zero. Na prética tal ndo acontece, mas Var(yg) é tanto menor
quanto maior for a correlagao positiva entre Y e X na populagao.

Os resultados para yrr sao andlogos. yrgr é assintoticamente centrado e a
sua variancia, para grandes amostras, é

N
Y RX
Var(yrr) = Z

=1

N*(1—
= %(U}Q/ — QRpYXG}/O'X + R20§(), (132)

Mais uma vez é necessario estimar Var(yg) e Var(ygr) a partir da amostra
e utiliza-se

Va\r(ij) n=1) {Zyz —QTZyzxmLTQZx } (1.33)
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__ N1 —
Var(yrr) = 1) {Z%-W’Zyﬂcﬂrr Zx}
= N? Var(gr), (1.34)

respectivamente. Usando a normalidade assimptotica destes estimadores e as
expressoes da variancia para grandes amostras, podemos construir intervalos
de confianca aproximados para Y ou para Yy da maneira usual. Uma regra
pratica razoavel para utilizar a distribuicao normal e a expressao aproximada
para a variancia dos estimadores é

vV
i

o n
o f %

.CY:(T

0;

IN
o

.25;

<
IN

0.1;

=<

<
IN

= 79X
o (x = 3 0.1.
onde Cy e Cx sao chamados de coeficientes de variagao populacionais para
Y e X, respectivamente.

Quando os resultados para grandes amostras nao sao apropriados, o estab-
elecimento das propriedades de yr € yrg € a construgao de intervalos de con-
fianca para Y e Yy sdo muito complicados e ndo estdo totalmente estudados.
Existem alguns resultados aproximados, mas nao serao aqui abordados. Al-

guns destes resultados encontram-se sumariados em Couchran(1977, capitulo
6).

Ja examinamos com algum detalhe as propriedades dos estimadores de razao
da média ou do total de uma populagao, mas uma questao fundamental
mantém-se. Em que circunstancias, se algumas, devemos preferir um esti-
mador de razao da média ou do total ao de uma média ou do total de uma
amostra aleatdria simples?. Isto é, quando é que ygr (ou yrg) é mais eficiente
do que g (ou yr)?

A resposta vai depender do coeficiente de correlacao populacional py x e dos

coeficientes de variacao populacionais Cy e Cx. Temos que identificar as
condigoes em que Var(yg) é menor que Var(y), isto é, em que o estimador
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de razao é mais eficiente. Ora, da expressao de Var(y) e da expressao aprox-
imada de Var(gyg), conclui-se que

Var(gr) < Var(y) se R*c% < 2Rpyxoyox (1.35)

isto é, se

1C
pPYx > — X (136)

2Cy
Portanto, nao é certo que a utilizacao de yg resulte num aumento da eficiéncia
relativamente a g. Assim, é necessario que pyx seja suficientemente grande
(na pratica, temos que verificar o critério anterior utilizado as estimativas
amostrais de Cy, Cx e pyx).

Mas note-se que mesmo sendo py x muito grande, nem sempre yr (ou yrg) é
mais eficiente do que g (ou yr). Se Cx > 2Cy, a desigualdade acima nunca
pode ser verificada, o que significa que, neste caso, o estimador yz (ou yrg)
nao pode ser mais eficiente do que gy (ou yr), mesmo que exista uma cor-
relacao positiva exacta entre Y e X.

Pode-se concluir que existem dois factores importantes que contribuem para
o aumento de eficiéncia dos estimadores de razao:

e a variabilidade dos valores da variavel auxiliar X nao pode ser muito
maior do que a de Y

e o coeficiente de correlagao pyx tem que ser positivo e elevado.

No entanto, em muitas situacgoes praticas estas condicoes sao verificadas e os
estimadores de razao constituem uma melhoria substancial relativamente a

you yr.
Resumindo, para utilizar estimadores de razao é necessario que:

(i) seja possivel observar simultaneamente duas variaveis Y e X que sejam
aproximadamente proporcionais (isto é, que tenham correlagao positiva
e elevada);

(ii) a varidvel auxiliar X ndo pode ter um coeficiente de variagdo muito
maior do que o de Y
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(iii) a média populacional X, ou o total X7, tém que ser conhecidos.

A proporcionalidade em (7) implica que existe uma rela¢ao aproximadamente
linear entre Y e X que passa pela origem. Se Y e X tiverem uma relagao
aproximadamente linear que nao passe pela origem, é preferivel utilizar um
estimador alternativo, conhecido como estimador de regressao, que sera abor-
dado na seccao seguinte.

1.3.3 Estimadores de regressao

O estimador de regressao é util quando existe algum grau de linearidade entre
Y e X que nao passa pela origem. Este estimador pode usar-se em situagoes
em que X é conhecido.

Uma relacao exacta pode ser escrita da forma

Y; =Y +B(X; - X) (1.37)

para todos os valores da populagao (Y;, X;) e para algum valor de B. Se tal
relagao fosse verdadeira, poderiamos determinar exactamente Y a partir de
uma sé observacao (y, x) pois

Y =y— B(x - X)

Mas na pratica isto nao acontece. Poder-se-ia considerar, antes, o modelo

Y, =Y +B(X; - X)+ Ej, i=1,...,N (1.38)

assumindo que F = 0, os valores de F; nao estao correlacionados com os X,
i=1,...,N (isto é, oxg =0) e 0% << 0%.

O modelo (1.38) é uma representagao adequada de uma populagdo em que

a variacao dos valores de Y se deve em parte a uma dependéncia linear dos
valores correspondentes de X. Sob o modelo (1.38), tem-se

oy = B*0% + o3,
e, o coeficiente de correlacao é
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A partir de uma amostra aleatéria simples (yi1,21), ..., (Yn, ») € supondo

que X ¢é conhecido, podemos considerar o estimador de regressao linear de
Y dado por

yr =y +b(X — ) (1.39)

e o estimador de regressao linear de Y

yrr = NyL (1.40)

O estimador ¥, é um estimador centrado de Y, uma vez que

E(7) = E(§) + B(X — E(z)) = Y,

Var(ye) = El(g, = Y)’] i
= B{l(g-Y)-B@E-X)}
= Var(y) + B*Var(z) — 2BCou(y, T)
1—f

= o (O'%/ — 2BO’YX -+ B2O'§()

= R0 g (1.41)

Portanto, para o modelo (1.38) tem-se que Var(yr) < Var(y) e a eficiéncia
de y, relativamente a § aumenta com p} y.

O estimador gy, é centrado qualquer que seja a dimensao da amostra, e um
estimador centrado de Var(yy) é

1—f

n

Var(yr) = (sy — 2Bsyx + B*s%),
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onde s¥, s% e syx sdo os estimadores centrados usuais de 0¥, 0% € Oyx,
respectivamente. Por exemplo,

n

svx = —— 3 (i — §) (i — 7). (1.42)

n—14%
i=1

Na prética, o valor exacto de B é desconhecido e o modelo (1.38) com a
hipétese oxg = 0 nao se verifica exactamente. O estudo do estimador 7y,
sob o modelo (1.38) serve, apenas, para motivar a utilizacdo da familia dos
estimadores de regressao linear do tipo

YL =9y +b(X — ) (1.43)

como um principio geral de estimagao. Vamos estudar as propriedades de ¥,
em condi¢oes mais gerais de dependéncia entre Y e X. Devemos considerar
duas possibilidades: o valor de b é prefixado, o valor de b é estimado a partir
da amostra.

(a) b prefixado

Qualquer que seja o valor de b, §;, é estimador centrado de Y e

1-f

n

Var(yr) = (03 — 2boyx + b*0%).

com um estimador centrado dado por

1—f

n

7 o= 2 2.2

Var(yy) = (sy — 2bsyx + b°s%).

Uma questao que surge ¢ a seguinte: se y; ¢ um estimador centrado
para todos os valores de b, para que valor de b a variancia é minima?
Ora, minimizar Var(yr) é equivalente a minimizar —2boy x + b*0% e o
minimo desta expressao ¢ atingido se

2b0’§(—2UYX:O(:)b:b0:O-Y—QX:pYXU—Y

Portanto, o minimo de Var(yy) é %052/(1 — p ) e o estimador
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O' —
yr, = Z?+PYX—Y(X — )
0x

é o estimador mais eficiente de Y da forma (1.43), independentemente
de qualquer relagao existente entre Y e X na populacao.

Mas, na pratica by é desconhecido e, portanto, o estimador 6ptimo é
inacessivel. Contudo, pode ser razoavel estipular um certo valor para
b, com base em estudos anteriores de natureza similar.

Neste caso, para averiguar como é que o estimador considerado se com-
)

para em eficiéncia com o estimador da forma (1.43), podemos considerar

a eficiéncia relativa:

-1

2 b \2
1—p§,X _ 1+pYX<1_E) (1.44)
— = —_— .
1 — 2bpyx Z + D% 1—p¥x

que pode ser estimada, para grandes amostras, substituindo oy, ox e
oyx pelos seus estimadores sy, sx e syx.

A expressao da eficiéncia relativa implica que uma escolha de b afastada
do éptimo valor by pode resultar numa grande perda de eficiéencia do
estimador de regressao linear. A ineficiéncia relativa serda maior em pop-
ulacoes em que os valores de Y e X estejam altamente correlacionados.
Se a correlagao for modesta, a escolha de b é menos importante mas,
por outro lado, o ganho potencial relativamente a 4 é muito menor.

b estimado

Mesmo que nao se tenha nenhuma base para atribuir um valor a b, o
que acontece geralmente, temos que o estimar a partir dos dados. O
Valor éptimo de b, py X%? obtido anteriormente, sugere que se estime
b através da correspondente expressao amostral
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b o= SYx _ > i1 (Ui — Y) (i — Z)
S?X Z?:1 ('T'L - 53)2
Z?:l Yili — T Z?zl Yi — Y Z¢=1 T; +nry (1.45)

" ox?—nx
Zz—l 7

O estimador de regressao da média de uma populagao tem a forma

¥ =19+ b(X — 7). (1.46)

As propriedades deste estimador sao dificeis de determinar com exac-
tidao, uma vez que se tem presente uma variavel aleatéria adicional, b,
que é a razao de duas estatisticas.

Para grandes amostras as propriedades de (1.46) sdo mais facilmente
estudadas. Este estimador é aproximadamente centrado e

1—

Lot ) (1.47)

Var(yr) =

Assim, para grandes amostras é preferivel estimar b por b em vez de
atribuir um valor a b.

A estimativa da variancia é dada por

1.3.4 Comparacao dos estimadores de razao e de regressao

Tendo em conta as expressoes para Var(ygr) e Var(yy) para grandes amostras,
verifica-se que

1 —
Tf<R20'§( — 2prx0’y0’y + p?/XO'%/)

1—
- Tf<RO'X — pnyy)2 Z 0 (148)

Q

Var(yr) — Var(yr)
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e, consequentemente, para grandes amostras o estimador de regressao é pelo
menos tao eficiente como o estimador de razao, sob todas as circunstancias.
De (1.48) pode-se verificar que a tnica situa¢ao em que o estimador da razao
apresenta a mesma eficiéncia que o estimador de regressao é quando

RZPYXU—Y, (149)
0x

isto é, se R = by.
Note-se que nao é necessario admitir qualquer formulacao explicita sobre uma
possivel relagao linear entre Y e X para deduzir as propriedades de ¥, yr e

yr, descritas acima. Assim, y;, é sempre mais eficiente do que g, excepto no
caso em que pyxy = 0 em que tém a mesma eficiéncia.

Finalmente, y;, é sempre mais eficiente do que yg, excepto no caso particular
em que pyx = 0 onde os estimadores tém a mesma eficiéncia.
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1.4 Amostragem Aleatéria Estratificada

Existem certos casos em que a populagao esta naturalmente dividida em gru-
pos. Outras vezes, por conveniéncia e facilidade de amostragem, divide-se
a populacao em grupos. Em ambos os casos, diz-se que se trata de uma
populacao estratificada.

Sob condicoes adequadas, a estratificagao da populacao pode melhorar a
eficiencia dos estimadores das caracteristicas da populagao.

Considere-se um exemplo numérico. Suponha-se que se tem uma populacao
de 20 membros para os quais a variavel Y toma os valores:

6 344536 2322653524645

A média destes valores ¢ Y = 4 ¢ a varidncia ¢ o} = 33. Se extrairmos

uma amostra aleatéria simples de dimensao 5 e utilizarmos y para estimar
Y, tem-se que

1 _ 2 1 _ 5 40
Var(y) = ( nf)a _ ( 520) 19 _ (1316

Evidentemente, consoante a amostra de dimensao 5 extraida, obtém-se uma
estimativa diferente de ¢, que varia entre 2.2 e 5.8. Mas se observarmos a
estrutura da populagao e ordenarmos os valores de Y por ordem crescente

222 2333344445555 6666

observa-se que a populagao é constituida por 5 grupos, em cada um dos
quais o valor da Y é constante. Suponha-se que extraimos aleatoriamente
um elemento de cada um destes grupos para obter uma amostra de dimensao
5. Com tal extracgao vao-se obter, invariavelmente, os valores:

2 3456

cuja média é 4. Portanto, deste modo o estimador nao apresenta flutuagoes
amostrais, isto é, a sua variancia amostral é zero, e a estimativa é sempre
igual a média Y da populagao.

Isto apenas acontece porque os grupos sao tais que dentro de cada de cada
um nao existe variabilidade. Trata-se de um exemplo ”extremo”, mas per-
mite ilustrar a possibilidade de reduzir a variancia do estimador da média da
populacao, dividindo a populagao em subgrupos relativamente homogéneos
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(isto é, com reduzida variabilidade dentro de cada grupo) e extraindo aleato-
riamente e sem reposicao em certo nimero de membros de cada grupo para
construir a amostra de dimensao n.

Vai-se agora ver como estimar as caracteristicas da populagao em populacoes
estratificadas e em que circunstancias se obtéem melhores estimadores do que
os estimadores baseados numa amostra aleatéria simples da populacao nao
estratificada.

1.4.1 Amostragem aleatdria (simples) estratificada

Suponha-se que se deseja estimar a média, Y, de um conjunto de valores
Y1, ..., Yy numa populacao finita. Vamos assumir que a populagao estd
estratificada, isto é, que é constituida por k grupos disjuntos ou estratos de
dimensoes

k
Ni,... Ny > Ni=N
i=1
com membros

Y (t=1,...,k;j7=1,...,N;)
As médias e variancias dos estratos (ou subpopulagoes) sao designados por

lea R Yk
e
2 2
0ys- -, 0%,
respectivamente.

A média Y e a variancia o2 da populacdo podem escrever-se da forma
1k k
Y= NiYi=) Wi,
i=1 i=1
onde W; = & 6 0 peso do estratoi, i =1,...,k, e

20



_ ﬁ{Z(Ni—l)aijZNi(E—Y)Q}- (1.50)

=1 =1

Assume-se que uma amostra de dimensao n é escolhida por obtencao de uma

amostra aleatoria simples de cada estrato. As dimensoes de cada estrato vao

ser denotadas por ni,...,ns (n =>4 nz> A amostra aleatéria simples

proveniente do i-ésimo estrato tem como membros

y’il?"'??/i’nia ZZl,...,k"

e a média e variancia amostrais do i-ésimo estrato sao dadas por

1 &
Ui = ;Z%‘j
T le

e
I &
2 2
Si = Z (yij — ¥i)”
7=1
Para cada estrato temos uma fraccao de amostragem f; = %=, i =1,...,k.

N,

Este esquema de amostragem para a obtencao de uma amostra de dimensao
total n do conjunto da populagao é chamado amostragem aleatdria (simples)
estratificada.

O estimador de Y usualmente utilizado é a média amostral estratificada:

k
Yst = Z W.yi.
i=1
Note-se que se assume que se conhecem as dimensoes dos estratos, IV, e,

portanto, os pesos dos estratos, W, = %, 1=1,...,k.
A média amostral estratificada ¥y, nao é, em geral, igual a média amostral:
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, 1 i i i n; _
Y :Eizlniyizizlgyi

da amostra aleatéria estratificada. A igualdade apenas se verifica quando

n; N
- ==, 1=1,...,k
n N
Isto implica que as fracgoes de amostragem f; = 1+ sdo iguais em todos os

estratos. Neste caso diz-se que as dimensoes dos estratos, n;, sao escolhidas
por afectacao proporcional, ja que os n; sao escolhidos por forma a serem
proporcionais a dimensao dos estratos, isto ¢, n; = Ny%, i =1,..., k.

Este procedimento pode simplificar a recolha dos dados e tem a vantagem do
ponto de vista estatistica, mas pressupoe que as dimensoes dos estratos, V;,
sao conhecidas. Se tal nao acontecer, os pesos, W;, tém que ser estimados e
o estimador 74 passara a ser enviesado e perdera eficiéncia. No que se segue
vamos supor que os N;, ¢ = 1,...,k sao conhecidos.

O valor médio e variancia de ys sao dados por

Kk k
E@e) =Y WE@G)=> WY, =Y
i=1 i=1
e
k k 0_2
Var(ys) = Z WiVar(g;) = Z W7 (1 — fl)n_zv (1.51)
i=1 i=1 v

ja que cov(y;,y;) = 0 para i # j, isto é, as médias amostrais de estratos
diferentes nao sao correlacionadas.

Note-se que 75 ¢ um estimador centrado de Y, e

B(i) = - > mB() =Y -1,

i=1 i=1

e, portanto, a média global da amostra estratificada sé sera centrada no caso
de afectacao proporcional. Convém ainda referir que 3’ nao tem a mesma
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variancia que a média y de uma amostra aleatéria simples de dimensao n
extraida da globalidade da populacao. Esta diferenca deve-se ao elemento
de aleatoriedade da amostra aleatéria estratificada, que é devido ao facto de
numeros prefixados n; de elementos da amostra terem de ser extraidos de
cada um dos estratos definidos pela estratificacao da populacao.

Devem-se considerar alguns casos especiais de (1.51)

(a) As fracgoes de amostragem, f; = §+, sdo desprezdveis,
7

k 2

ok

Var(ys) = Z V[/fﬁ
i=1

(b) Afectagao proporcional, n; = nW;, f; = f = &,
1ot
Va’r(gst) - Z Wzo-zz
i=1

(c) Afectagao proporcional e varidncias iguais nos estratos, o? = o3, i =

1.k
1—
Var(ys) = Tfagv.

Os resultados para a estimacao do total da populagao, Y sao analogos.

K
yr, = Nju =Y Nigs

i=1

¢ um estimador de Y7 com

k 2
1% =S N1 - )
ar(yr,,) = P (1= fi)—.

, n;

=1
Na préatica, as variancias dentro de cada estrato, o2, ndo sdo conhecidas.
Portanto, para aferir da precisao dos estimadores ¥ € yr,, € necessario es-
tima-las. Como os estratos sao apenas subpopulagoes e os valores da amostra
pertencentes a cada um dos estratos constituem uma amostra aleatéria sim-
ples desse estrato, os estimadores
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1«

2 __ A YA
8 —ﬁZ(?Ju gi)ti=1,....k
7=1
2

sao estimadores centrados dos o;. Portanto, um estimador centrado de

Var(ys) é dado por

k 2
S*
S@a) = Y W1 —fi)=
i=1 v
1 b 52
w7 2 N =) (1.52)

i=1
Naturalmente, é necessario que o nimero de estratos seja de pelo menos 2,

istoé, n; <2,1=1,...,k.

Em algumas situagoes, as circunstancias praticas sugerem que as variancias
dos estratos sao todas iguais. Neste caso, é desejavel combinar os dados
relativos aos varios estratos para obter um estimador centrado da variancia
comum o3, esse estimador é da forma

ng

Spy = N;—k ZZ (yi — 5:)°

=1 j=1

Pode-se, agora, estimar a Var(ys) por

9 k

_ S N'L(Ni - n’L)
SQ(yst) = ]\i/v/I;' E .
i=1 v

Nesta situacao é conveniente usar afectacgdo proporcional na extraccao da
amostra e, um estimador centrado de Var(ys) serd apenas

() = (1= )2

Assumindo, como habitualmente, uma distribui¢ao aproximadamente normal
para ¥, podemos construir intervalos de confianga aproximados para Y
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ou Yr. Assim, para um grau de confianca (1 — «)100%, estes intervalos sdo
dados por

= @7 (1= 5) s@); B+ 07 (1= 5) ()] (1.53)
N (=07 (1= 5 ) @) 5 N (g + 07 (1= 5) s(3) ] (154)
respectivamente.

1.4.2 Comparacao de i e ¥y

A estratificacao da populacao pode, em certos casos, aumentar a eficiéncia
da estimacdo de Y ou Y. Para examinar esta situacdo, vamos comparar os
estimadores y e . estes estimadores sao ambos centrados. Vejamos qual
deles tem menor variancia. Sabemos que

0.2

Var(@) = (1 )~

n

Para simplificar a comparacao, vamos considerar que a amostra estratificada
foi extraida com afectacao proporcional. Entao,

k

Var(gs) = (1 — f) Z Wio?

k
Var(g) — Var(gs) = # <02 — %ZNZ'O'?)

Mas, por (1.50),



Se as dimensoes dos estratos IN; forem suficientemente grandes, tem-se

= ‘ 1.
N—-1 N-1 (1.55)

e

1

o2~

N{ZNJ +ZN Y, — V) }

Entao,
1 —
Var(y) — Var(ys) ~ fZW

que é maior que zero, excepto no casoem que Y; =Y, i=1,... k.

Pode-se entao concluir que a média amostral estratificada sera sempre mais
eficiente do que a média de uma amostra aleatoria simples, 7, e a diferenca
é tanto maior quanto maior for a variagao nas médias dos estratos, Y;.

Suponha-se, agora, que a hipdtese (1.55) nao é razoavel, isto é, que as di-
mensoes dos estratos sao suficientemente grandes para que a aproximacao
(1.55) seja razodvel. Nesse caso, obtém-se a expressao mais exacta

1—f [ o 0w I
Var(y) — Var(ys) = AN =1 {Z N;(Y; - Y)* - v Z (N — Ni)O'?} )
(1.56)

que nao € necessariamente positiva. Portanto, , nao é necessariamente mais
eficiente do que ¥. 7y serd mais eficiente do que ¥ se

SONT -V > (N - N)o? (1.57)

=1 i=1

Observe-se uma situagao particular com uma interpretacao mais simples
desta condicao. Suponha-se que todos os estratos tém a mesma variancia,
o2,. Neste caso, a equacdo anterior pode ser escrita da forma
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k
O T2 2
EZM(Y@-—Y) > 02 (1.58)
i=1
Portanto, 7 serd mais eficiente do que ¥y se a variagao entre as médias dos
estratos for suficientemente grande comparada com a variacao dentro de cada
estrato.

Resumindo, pode concluir-se informalmente que quanto maior for a variabil-
idade nas médias dos estratos e quanto menor for a variabilidade dentro de
cada um dos estratos, maior sera o ganho potencial de utilizar g, em vez de
7 para estimar Y. O mesmo acontece para a estimacao de Y7.

1.4.3 Escolha 6ptima das dimensoes das amostras dos
estratos

Deve ser considerada de novo a questao da escolha da dimensao da amostra,
n, de modo a satisfazer determinados requisitos de precisao ou de custos.
Desde que diferentes estratos da populacao apresentem grau de variabilidade
diferentes, deve-se, além da escolha de n, escolher também os valores da di-
mensao amostral de cada estrato, n;.

No caso de custos de amostragem diferentes para diferentes estratos tem que
se ter em consideracao os factores de custo na determinacao das dimensoes
dos diferentes estratos. O modelo de custos mais simples considera que ex-
iste um custo base ¢y de administracao do inquérito por amostragem e que
observagoes individuais do estrato ¢ tém um custo adicional unitario de ¢;,
1=1,...k. Este custo é dado por:

k
C = C + Zcmi (159)
i=1

Este é o modelo que iremos adoptar, embora por vezes seja mais razoavel
ok k
substituir )., ¢;n; por Y ., ¢i\/ni, por exemplo.

Suponha-se que adoptamos o modelo de custos (1.59) e que pretendemos
saber que afectacao das dimensoes das amostras dos estratos, nq,...,n; de-
vemos adoptar para
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(i) minimizar Var(ys), dado um custo total C.
(ii) minimizar o custo total C' para um dado valor de Var(gs).

Vamos considerar os casos anteriores separadamente.

Variancia minima para um custo fixo

Temos que escolher valores para nq, ..., n; que minimizem
k o2 1t
Var(jsg) = Y WPt — =% W} 1.60
(y t) ; i n N ; 0; ( )

sujeito a restricao

k

E Cin; = C—C()‘

i=1

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange vai-se obter a afectagao
optima para um custo total fixo que é dada por

(C - C())VViU—é
n = — YR =1,k (1.61)
> iz Wioin/ci
e a dimensao total da amostra ¢ dada por
L (O D Wi
n=> n = e (1.62)
i=1 Yo Wioin/ci

Verifica-se que as dimensoes amostrais dos estratos devem ser proporcionais
as dimensoes dos estratos, IV;, proporcionais aos desvios padrao dos estratos,
0;, € inversamente proporcionais a raiz quadrada do custo de amostragem
unitario em cada estrato. Estratos com grande variabilidade e baixo custo
de amostragem unitario terao amostras maiores do que outros estratos.

No caso particular dos custos unitarios ¢; serem todos iguais tem-se que

C =cy+nc

o8



e que ¢ é o custo constante para os estratos. A afectacao 6ptima é dada por:

Wio;
g —k,‘ n
Zi:l Wio;

n;

(1.63)

com n = =% Esta afectacio é conhecida como a afectacio de Neyman.

Pode ser equivalentemente vista como a afectacao éptima para n fixo e ig-
norando a variagao nos custos unitarios para os varios estratos, no sentido
de que, dado n, esta afectacdo minimiza Var(ys). Isto é, a minimizagao de
Var(ys:) sujeito a Zle n; = n conduz aos n; da afectacao de Neyman.

A variancia minima resultante da afectacao de Neyman, isto é, para n fixo

ignorando os custos de amostragem ou com um custo de amostragem fixo e
custos unitarios constantes, ¢ dada por

2

k k
1 1
i=1 i=1

Custo minimo para uma variancia fixa

Suponhamos que em vez de colocar limite ao custo total, se fixa Var(ys).
Pretendemos satisfazer a condigao, para um valor prefixado V,

VCLT (gst) = V

para um custo total minimo. Assim, pretende-se minimizar Ei:l n,;c; sujelto
a restricao

k 9 k
2
Var(ga) = > jwf% - Y Wio?=V.
i=1 g i=1

Assim, temos que considerar

_ Zle Wioi/ci  Wio;
V++ Zle Wio2 /G

e, como dimensao da amostra

i=1,... .k (1.65)

)
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n = (ZL z/i Qk(lzw;QW %) _ (1.66)

Mais uma vez, se os custos de amostragem unitarios forem constantes (¢; = c,

i=1,...,k) tem-se que, a afectagdo de Neyman é
ni:k—axn, 1=1,...,k (1.67)
> ie1 Wioi
e

. 2
(Zz’:l Wiai)
N V+ % Zf:l WiUiQ.

(1.68)

Pode-se concluir que a afectacao de Neyman é éptima para minimizar a di-
mensao total da amostra, ja que isto equivale a minimizar o custo total, para
uma dada variancia de .

Vamos considerar mais uma situagao. A afectagao éptima pode nao ser ad-
missivel, suponhamos que estamos a utilizar pesos de amostras prefixados
w; = "+ para os diferentes estratos e pretendemos saber como determinar n
de modo a obter Var(ys) =V com V prefixado.

Dimensao da amostra necessiria para obter uma certa Var(yy),
para pesos amostrais dados
Pretende-se que Var(ys) = V. Realizando esta igualdade obtém-se

k 2 U,L-Q
Zi:l VVz w;
n= z 5
1
V+ N Zi:l Wio;

Assim, uma primeira aproximacao para a dimensao da amostra, n, pode ser
dada por

k
1 o?
Ny = > E ”12_17
V —1 W;

1=
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ou, de uma forma mais precisa,

k -1
1
"= (”zv—vZVVm?) -
=1

No caso particular de se ter afectagao proporcional, w; = W;, e para a
afectacao de Neyman tem-se

k
1 -1
ny = — E W;o?, n:n0<1+@>

V — N
e
1 [ i 1 o o
nozv (;WZO‘1> , n = ng (l—i-N—ViZlWia?) ,
respectivamente.

1.4.4 Comparacgao da afectacao proporcional e da afectacao
optima

Uma questao que surge naturalmente é em que medida é que a afectacao

optima é melhor que a afectagao proporcional? A afectagdo proporcional

nao requer o conhecimento das variancias dos estratos ou dos custos de

amostragem. Vejamos qual é o ganho potencial em usar a afectagao 6ptima
em vez da afectagao proporcional.

No que se segue apenas vai ser considerado um caso, a comparacao da
afectacdo proporcional com a afectacdo de Neyman (éptima para custos de
amostragem constantes em cada estrato).

Vamos denotar a Var(gs) por Vp e Vy para a afectacao proporcional e

afectacao de Neyman, respectivamente. Tem que se verificar a desigualdade
Vp > V. Assim,
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Vv—l_fkw21 W21W2
P—VN = Z i0; — " Z i0i _NZ i0;

_ k
como =y ., Wo;.
Pode-se concluir que quanto maior for a variabilidade das variancias dos es-
tratos, maior é a vantagem relativa da afectagao optima.

Vamos agora comparar Var(y), em que y é a média de uma amostra aleatéria
simples, com Var(ys) supondo afectagdo de Neyman das dimensoes das
amostras dos estratos. Denotando Var(y) por V e Var(ys) por Vy, tem-se
que

V—-Vn>0

se

11\ , 02 1~ ,

Se supusermos que os N; sao suficientemente grandes de modo a que

N N
~v1 € v ~ | tem-se que

N;—1
N-1

~
~

V—-Vn>0

se



Portanto, verifica-se que existe um ganho de eficiéncia quando se utiliza uma
amostra aleatoria estratificada com afectacao de Neyman, excepto no caso
limite em que todos os Y; sdo iguais e todas as variancias dos estratos sdo
iguais. A eficiéncia sera tanto maior quanto maior for a variabilidade nas
médias dos estratos ou nas variancias dos estratos.
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